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1

„«¿ ° ¥¸¥­¨¿ §  ¤  ·¨ ´ ¨«¼²° ¶¨¨ ¢¿§ª ®© ±¦¨¬ ¥¬®© ¬­®£ ®´ §­®© ±¬¥ ±¨ ¢ ¯®°¨±² ®© ±° ¥ ¤¥ ­ 

¯ ° «« ¥«¼­»µ •‚Œ ° ± ±¬® ²° ¥­ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¼ CPR ¤«¿ «¨­¥©­®© ±¨±² ¥¬», ¯®«³· ¥¬®©

¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯° ® ±²° ­±²¢¥­­®© ¤¨±ª° ¥ ²¨§ ¶¨¨ ­¥¿¢­®© ±µ ¥¬» ¨ ¯® ±« ¥ ¤³¾¹¥£ ® ¯°¨¬¥­¥­¨¿

¬¥ ² ®¤  •¼¾² ®­  ¤«¿ ° ¥¸¥­¨¿ ­¥«¨­¥©­»µ ±¨±² ¥¬. •° ®¢¥ ¤¥­® ±° ¢­¥­¨¥ ½´´ ¥ª²¨¢­® ±²¨ ¨ ¬ ±-

¸² ¡¨°³¥¬® ±²¨ ¢ § ¢¨±¨¬® ±²¨ ® ² ·¨±«  ¯° ®¶¥ ± ± ®° ®¢ ¤«¿ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥« ¥© CPR ¨ ILU(0)

­  ° ¥ «¼­»µ §  ¤  · µ.

1. ‚¢¥ ¤¥­¨¥. „«¿ §  ¤  ·¨ ´ ¨«¼²° ¶¨¨ ¢¿§ª ®© ±¦¨¬ ¥¬®© ¬­®£ ®´ §­®© ±¬¥ ±¨ ¢ ¯®°¨±² ®© ±° ¥ ¤¥ ° ±-

±¬® ²° ¥­  ¯° ® ¡« ¥¬  ¢»¡ ®°  ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ ¤«¿ «¨­¥©­®© ±¨±² ¥¬», ¯®«³· ¥¬®© ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯° ®-

±²° ­±²¢¥­­®© ¤¨±ª° ¥ ²¨§ ¶¨¨ ­¥¿¢­®© ±µ ¥¬» ¨ ¯® ±« ¥ ¤³¾¹¥£ ® ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¬¥ ² ®¤  •¼¾² ®­ . •° ® ­ «¨-

§¨° ®¢ ­ ¬¥ ² ®¤ CPR (Constrained Pressure Residual), ® ±­®¢ ­­»© ­  ¨¤¥ ¥ ¢»¡ ®°  ¢ ª  ·¥ ±²¢¥ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®-

¢«¨¢ ² ¥«¿ ¬ ²°¨¶», ´ ª²¨·¥ ±ª¨ ® ²¢¥· ¾¹¥© §  ­¥¿¢­³¾ ² ®«¼ª ® ¯® ¤ ¢« ¥­¨¾  ¯¯° ®ª ±¨¬ ¶¨¾ IMPES

(IMplicit Pressure Explicit Saturation) ¨ ¯® ² ®¬³ ¨¬¥¾¹¥© ¢ ­¥ ±ª ®«¼ª ® ° § ¬¥­¼¸³¾ ° §¬¥°­® ±²¼ (¢ ²°¨

° §  ¤«¿ ²¨¯¨·­®© ²° ¥ µª ®¬¯®­¥­²­®© ±¬¥ ±¨).

Œ¥ ² ®¤ CPR ¡»« ¢¯¥°¢»¥ ¯° ¥ ¤« ® ¦¥­ ¢ ° ¡ ® ² ¥ [1]. …£ ® ½´´ ¥ª²¨¢­® ±²¼ ¤«¿ ¯®«­® ±²¼¾ ­¥¿¢­®© ±µ ¥¬»

­  ¬®¤¥«¼­»µ §  ¤  · µ ± ® ±²°³ª²³°¨° ®¢ ­­®© ± ¥ ²ª ®© ¤¥ ² «¼­® ¨± ±« ¥ ¤®¢ ­  ¢ ° ¡ ® ² ¥ [2]. ‚ ­ ±² ®¿¹¥©

±² ²¼¥ ¬¥ ² ®¤ ° ± ±¬® ²° ¥­ ¯°¨¬¥­¨² ¥«¼­® ª ° ¥ «¼­»¬ §  ¤  · ¬ £¨¤° ®¤¨­ ¬¨ª¨ ­  ¯ ° «« ¥«¼­»µ •‚Œ ±

¨±¯®«¼§ ®¢ ­¨¥¬ ­¥ ®¤­®° ®¤­»µ ±° ¥ ¤ ¨ ­¥ ±²°³ª²³°¨° ®¢ ­­»µ ± ¥ ² ®ª. • ± ±¬® ²° ¥­» ° §«¨·­»¥ ¢¨¤»  «£ ¥-

¡° ¨·¥ ±ª¨µ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨©, ¯¥° ¥¢®¤¿¹¨µ ®¤­³ §  ¤  ·³ ¢ ¤°³£³¾. •  ¡ ®«¼¸®¬ ª ®«¨·¥ ±²¢¥ ° ¥ «¼­»µ §  ¤  ·

¯° ®¢¥ ¤¥­® ±° ¢­¥­¨¥ ¯° ª²¨·¥ ±ª ®© ½´´ ¥ª²¨¢­® ±²¨ ° §«¨·­»µ ¢ °¨ ­² ®¢ CPR-¬¥ ² ®¤  [3], ¢ ² ®¬ ·¨±« ¥ ±

¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ¢ ¥£ ® ± ® ±² ¢¥  «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª ®£ ® ¬­®£ ® ± ¥ ² ®·­®£ ® ¬¥ ² ®¤  [4 { 6],   ² ª¦¥ ¯° ®¢¥ ¤¥­® ±° ¢­¥­¨¥

±  «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª¨¬ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥« ¥¬ ILU(0) | Incomplete LU [7].

‘®¯® ±² ¢« ¥­¨¥ ² ª¨µ ¯ ° ¬¥ ²° ®¢, ª ª ¢»·¨±«¨² ¥«¼­  ¿ ±« ® ¦­® ±²¼, ­ ª ®¯« ¥­¨¥ ·¨±« ¥­­®© ®¸¨¡ª¨ ¨

½´´ ¥ª²¨¢­® ±²¼ ° ±¯ ° «« ¥«¨¢ ­¨¿ ­  ¬­®£ ®¯° ®¶¥ ± ± ®°­»µ ±¨±² ¥¬ µ, ¤¥¬®­±²°¨°³¥ ² µ ®° ®¸¨¥ ¯¥° ±¯¥ª-

²¨¢» ¢­¥ ¤° ¥­¨¿ CPR-¬¥ ² ®¤  ¢ ¢»·¨±«¨² ¥«¼­³¾ ¯° ª²¨ª ³.

2. •® ±² ­®¢ª  §  ¤  ·¨. ˆ±µ ®¤­  ¿ §  ¤  ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ±¨±² ¥¬¥ ³° ¢­¥­¨©
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Œ® ±ª ®¢±ª¨© £ ® ±³ ¤ ° ±²¢¥­­»© ³­¨¢¥° ±¨² ¥ ² ¨¬. Œ. ‚. ‹®¬®­® ± ®¢ , ¬¥ µ ­¨ª ®-¬ ² ¥¬ ²¨·¥ ±ª¨© ´ ª ³«¼-

² ¥ ², ‹¥­¨­±ª¨¥ £ ®°», 119899, Œ® ±ª¢ ; e-mail: b ogac hev@mec h.math.m su.su; gorelo v.ily a@rfdynam ics.ru
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 •  ³·­®-¨± ±« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼±ª¨© ¢»·¨±«¨² ¥«¼­»© ¶¥­²° Œƒ“ ¨¬. Œ. ‚. ‹®¬®­® ± ®¢ 
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•¥¨§¢¥ ±²­»¬¨ ¢ ½² ®© ±¨±² ¥¬¥ ¿¢«¿¾²±¿
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= N
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( t; x; y ; z ) | ¬®«¿°­  ¿ ¯« ® ²­® ±²¼ ª ®¬¯®­¥­²  c (¤«¿ ¬®¤¥«¨ ·¥°­®© ­¥ ´ ²¨ ª ®¬¯®­¥­² ¬¨

±«³¦ ² ¢®¤ , ­¥ ´ ²¼ ¨ £ §),

2) S

l

= S

l

( t; x; y ; z ) | ­ ±»¹¥­­® ±²¼ ´ §» l ,

3) p

l

= p

l

( t; x; y ; z ) | ¤ ¢« ¥­¨¥ ¢ ´ § ¥ l .

‚ ±«³· ¥ ª ®¬¯®§¨¶¨®­­®© ¬®¤¥«¨ ® ¡¹¥ ¥ ª ®«¨·¥ ±²¢® ­¥¨§¢¥ ±²­»µ ª ®¬¯®­¥­² ®¢ n

c

¬® ¦¥ ² ¤® µ ®¤¨²¼ ¤® 21,

  ¢¬¥ ±² ® ¯® ±« ¥ ¤­¨µ ²° ¥ µ ³° ¢­¥­¨© ±¨±² ¥¬» § ¯¨±»¢ ¾²±¿ n

c

³° ¢­¥­¨©, ±¢¿§»¢ ¾¹¨µ ª ®¬¯®­¥­²­»© ¨

´ § ®¢»© ± ® ±² ¢ ±¬¥ ±¨.

„«¿  ¯¯° ®ª ±¨¬ ¶¨¨ ¯® ¢° ¥¬¥­¨ ¨±¯®«¼§³¥ ²±¿ «¨¡ ® ±µ ¥¬  IMPES [8], ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¾¹  ¿ ± ® ¡ ®© ¯®«³­¥-

¿¢­³¾ ±µ ¥¬³, ¢ ª ® ² ®° ®© §­  ·¥­¨¥ ¤ ¢« ¥­¨¿ ¡ ¥° ¥ ²±¿ ± ¢¥° µ­¥£ ® ±« ®¿ ¯® ¢° ¥¬¥­¨,   ¬®«¿°­»¥ ¯« ® ²­® ±²¨ | ±

¯° ¥ ¤»¤³¹¥£ ®, «¨¡ ® ¯®«­® ±²¼¾ ­¥¿¢­  ¿ ±µ ¥¬ . „«¿ ° ±·¥ ² ®¢ ° ¥ «¼­»µ ¬¥ ±² ®° ® ¦¤¥­¨© ¯° ª²¨·¥ ±ª¨ ¢± ¥£ ¤ 

¨±¯®«¼§³¥ ²±¿ ¯®«­® ±²¼¾ ­¥¿¢­  ¿ ±µ ¥¬ , ¯® ±ª ®«¼ª ³ ®­  ¯®§¢®«¿¥ ² ¢»¡° ²¼ ¡ ®«¼¸¨© ¸ £.

€¯¯° ®ª ±¨¬ ¶¨¥© ¯® ¯° ® ±²° ­±²¢¥­­»¬ ¯¥° ¥¬¥­­»¬ ¬¥ ² ®¤®¬ ª ®­¥·­»µ ® ¡º¥¬®¢ «¨¡ ® ª ®­¥·­»µ ½« ¥-

¬¥­² ®¢ ¯¥°¢®­  · «¼­  ¿ §  ¤  ·  ±­  · «  ±¢®¤¨²±¿ ª ±¨±² ¥¬¥ ­¥«¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢¨¤ 
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(®¤­  ¯¥° ¥¬¥­­  ¿ ¨±ª«¾· ¥ ²±¿

± ¯®¬®¹¼¾ ³° ¢­¥­¨¿ (1)), K | ·¨±« ® ¡« ®ª ®¢ ± ¥ ²ª¨ ¨ J | ·¨±« ® ±ª¢ ¦¨­.

•  ª ¦¤®¬ ¸ £ ¥ ¬¥ ² ®¤  •¼¾² ®­  ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬® ° ¥¸ ²¼ «¨­¥©­³¾ ±¨±² ¥¬³ ± ­¥ ±¨¬¬¥ ²°¨·­®© ¬ ²°¨-

¶¥©

@ F ( U

m

)

@ U

, ².¥. §  ¤  ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ° ¥¸¥­¨¾ ±¨±² ¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©: Ax = r ; ¬ ²°¨¶  ª ® ² ®° ®©

¥ ±²¼ ¿ª ® ¡¨ ­ ¨§ ¬¥ ² ®¤  •¼¾² ®­ . Œ ²°¨¶³ A ¬® ¦­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¬ ²°¨¶³, ½« ¥¬¥­² ¬¨ ª ® ² ®° ®©

¿¢«¿¾²±¿ ¡« ®ª¨ ° §¬¥°  n

c

� n

c

. ‡­  ·¥­¨¥ n

c

, ¢ ±¢®¾ ®·¥° ¥ ¤¼, ¢ °¼¨°³¥ ²±¿ ¢ § ¢¨±¨¬® ±²¨ ® ² ²¨¯  §  ¤  ·¨

® ² ¤¢³µ ¤® 21.

3. ˆ¤¥¿ CPR-¬¥ ² ®¤ . €«£ ®°¨²¬ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ­¨¿ ½²¨¬ ¬¥ ² ®¤®¬ ¡ §¨°³¥ ²±¿ ­  ² ®¬ ´ ª² ¥, ·² ®

³° ¢­¥­¨¿ ±¨±² ¥¬» (2) ¢ ¿·¥©ª ¥ ± ­®¬¥° ®¬ i ­¥ § ¢¨±¿² ¨«¨ ¬ « ® § ¢¨±¿² ® ² §­  ·¥­¨© ¯¥° ¥¬¥­­»µ N

i

c

¢ ¿·¥©ª µ, ® ² «¨·­»µ ® ² i -©. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®¿¢«¿¥ ²±¿ ¢®§¬® ¦­® ±²¼ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ­ ©²¨ ¯¥° ¥¬¥­­»¥ p

i

,

¯°¨° ¢­¿¢ ª ­³«¾ ¢± ¥ ¯° ®¨§¢®¤­»¥ ¯® ¯¥° ¥¬¥­­»¬, ® ² «¨·­»¬ ® ² p ¢® ¢­¥ ¤¨ £ ®­ «¼­»µ ¡« ®ª µ. „ ­­»©

 «£ ®°¨²¬ ¢¥ ±¼¬  ¯® µ ® ¦ ­  ¬¥ ² ®¤ IMPES: ¥ ±«¨ ¢§¿²¼ §­  ·¥­¨¿ ­ ±»¹¥­­® ±² ¥© ­¥ ± ¢¥° µ­¥£ ® ±« ®¿,   ±

¯° ¥ ¤»¤³¹¥£ ®, ² ® ¯° ®¨§¢®¤­»¥ ¯® ­¨¬ ¢ ¬ ²°¨¶¥ A ¡ ³ ¤³² ° ¢­» ­³«¾, ¯°¨·¥¬ ¢ ¤¨ £ ®­ «¼­®¬ ¡« ®ª ¥ ­¥

® ¡¿§ ² ¥«¼­® ¯®« £ ²¼ §­  ·¥­¨¿ ° ¢­»¬¨ ­³«¾, ¯® ±ª ®«¼ª ³ ¨µ ¬® ¦­® ±¤¥« ²¼ ­³«¿¬¨ ± ¯®¬®¹¼¾ £  ³ ± ± ®¢ 

¨±ª«¾·¥­¨¿. •®«³·¥­­® ¥ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¥ §­  ·¥­¨¥ ¤ ¢« ¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¥ ²±¿ ¤«¿ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ­¨¿ ¢± ¥©

¬ ²°¨¶» A . ’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ¬» ¨§ ¡ ¢«¿¥¬±¿ ® ² ® ±­®¢­®£ ® ­¥ ¤® ±² ²ª  IMPES-¬¥ ² ®¤  | ±«¨¸ª ®¬ ¬ « ®£ ®

¸ £  ¯® ¢° ¥¬¥­¨, ­  ª ® ² ®° ®¬ ¬¥ ² ®¤ ¯° ®¤®«¦ ¥ ² ±µ ®¤¨²¼±¿. „«¿ ¯°¨¡«¨¦¥­­®£ ® ¢»·¨±« ¥­¨¿ p ¨±¯®«¼§³¥¬

· ±²¼ ¬ ²°¨¶», ± ® ±² ®¿¹³¾ ¨§ ¯¥°¢»µ ½« ¥¬¥­² ®¢ ¡« ®ª ®¢, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨µ ¯¥° ¥¬¥­­®© ¤ ¢« ¥­¨¿.

‚ ¯®«¼§³ CPR-¬¥ ² ®¤  £ ®¢®°¨² ² ª¦¥ ¨ ² ® ² ´ ª², ·² ® ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¤ ¢« ¥­¨¾ §­  ·¥­¨¿ ¯° ®-

¨§¢®¤­»µ ¢ ¬ ²°¨¶¥ A ¢ ±«³· ¥ ° ¥ «¼­®© ¬®¤¥«¨ · ±² ® ­  ¯®°¿¤®ª ¯° ¥¢® ±µ ®¤¿² ¯® ¬®¤³«¾ §­  ·¥­¨¿

¯° ®¨§¢®¤­»µ, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨µ ¬®«¿°­»¬ ¯« ® ²­® ±²¿¬. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ® ±­®¢­®© ¢ª«  ¤ ¢ ¢¥ª² ®° ­¥¢¿§ª¨

¤ ¥ ² ¨¬¥­­® ²  · ±²¼ ¬ ²°¨¶», ª ® ² ®°  ¿ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¥ ² ¯¥° ¥¬¥­­®© ¤ ¢« ¥­¨¿.

„ ­­»©  «£ ®°¨²¬ ¬® ¦­® ² ª¦¥ ­ §¢ ²¼ §­  ·¨² ¥«¼­® ³¯° ®¹¥­­®© ¢¥° ±¨¥©  «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª ®£ ® ¬­®£ ® ± ¥-

² ®·­®£ ® ¬¥ ² ®¤ , ³·¨²»¢ ¾¹¥© ±¯¥¶¨´ ¨ª ³ ª ®­ª° ¥ ²­®© §  ¤  ·¨. • ®« ¥ ¥ ² ®£ ®, ¯®«³· ¾¹  ¿±¿ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥

¯®¤¬ ²°¨¶  A

p

· ±² ® ® ¡«  ¤ ¥ ² ±« ¥ ¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

| ¢± ¥ ¤¨ £ ®­ «¼­»¥ ½« ¥¬¥­²» (§  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬, ¡»²¼ ¬® ¦¥ ², ­¥ ±ª ®«¼ª¨µ) ¡ ®«¼¸¥ ­³«¿;

|  ¡ ± ®«¾²­® ¥ ¡ ®«¼¸¨­±²¢® ¢­¥ ¤¨ £ ®­ «¼­»µ ½« ¥¬¥­² ®¢ ¬¥­¼¸¥ ¨«¨ ° ¢­» ­³«¾;

| ±³¬¬  ½« ¥¬¥­² ®¢ ¢ ±²° ®ª ¥ ¡ ®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢­  ­³«¾ (±« ¡ ® ¥ ¤¨ £ ®­ «¼­® ¥ ¯° ¥ ® ¡«  ¤ ­¨¥).

•²¨ ±¢®©±²¢  ¯° ®¨±² ¥ª ¾² ¨§ ² ®£ ® ´ ª² , ·² ® ­ ¸¨ ¨±µ ®¤­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ \¯®·²¨ ½««¨¯²¨·¥-

±ª¨¬¨" ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯¥° ¥¬¥­­®© ¤ ¢« ¥­¨¿. •¥ «¼­»¥ ¢»·¨±« ¥­¨¿ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾² ½²³ £¨¯® ² ¥§³. ‚ ±«³· ¥

ª ®£ ¤  ­¥ª ® ² ®°»¥ ±²° ®ª¨ ¬ ²°¨¶» ­¥ ¨¬¥¾² ®¯¨± ­­»µ ±¢®©±²¢, ¬® ¦­® ­¥¬­®£ ® ¨µ ¯®¤ª ®°° ¥ª²¨° ®¢ ²¼

ª ª ± ¯®¬®¹¼¾ ¨±ª«¾·¥­¨¿ · ±²¨ ¡« ®ª ®¢ ¬¥ ² ®¤®¬ ƒ   ³ ± ± , ² ª ¨ ¯° ® ±² ® § ¬¥­®© ­¥ª ® ² ®°»µ ½« ¥¬¥­² ®¢,

¯® ±ª ®«¼ª ³ ¬» ¨¹¥¬ «¨¸¼ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¥ §­  ·¥­¨¥ ¤ ¢« ¥­¨¿. ’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ¤«¿ ° ¥¸¥­¨¿ ¯®¤±¨±² ¥¬» ±

¬ ²°¨¶¥© A

p

¬® ¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼ ¡»±²°»©  «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª¨© ¬­®£ ® ± ¥ ² ®·­»©  «£ ®°¨²¬.
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4. €«£ ®°¨²¬ CPR-¬¥ ² ®¤ . Ž¡ ®§­  ·¨¬ ¯° ®¶¥ ± ± ® ¡­³« ¥­¨¿ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨µ ½« ¥¬¥­² ®¢ ¬ ²°¨¶»

·¥° ¥§ Null ( A ), ¯° ®¶¥ ± ± ª ®°° ¥ª¶¨¨ ¬¥ ² ®¤®¬ ƒ   ³ ± ±  ·¥° ¥§ Gauss( A ) ¨ ¯° ®¶¥ ± ± ¢»¤¥« ¥­¨¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» A ¯®¤-

¬ ²°¨¶» ¤ ¢« ¥­¨¿ ·¥° ¥§ Reduce ( A ). ’ ®£ ¤  ¬ ²°¨¶  ¤«¿ ¯°¨¡«¨¦¥­­®£ ® ¢»·¨±« ¥­¨¿ ¤ ¢« ¥­¨¿ A

p

¬® ¦¥ ²

¡»²¼ ¢»·¨±« ¥­  ¯® ´ ®°¬³« ¥ A

p

= Reduce

�

Gauss

�

Null ( A )

�

�

:

•  ¯°¨¬¥° ¥ ®¤­®© ¡« ®·­®© ±²° ®ª¨ ± ° §¬¥° ®¬ ¡« ®ª  3 � 3 ½²  ¯° ®¶¥ ¤³°  ¯°¨­¨¬ ¥ ² ¢¨¤ ±« ¥ ¤³¾¹¥©

¯® ±« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­® ±²¨ ¤¥©±²¢¨©:

0

@

a

11

a

12

a

13

a

21

a

22

a

23

a

31

a

32

a

33

1

A

Null

= )

0

@

a

11

a

12

a

13

a

21

a

22

a

23

a

31

a

32

a

33

1

A

Gauss

= )

0

@

a

0 0

11

0 0

a

0

21

a

0

22

0

a

31

a

32

a

33

1

A

Reduce

= ) a

00

11

| ¤«¿ ¤¨ £ ®­ «¼­®£ ® ¡« ®ª ;

0

@

b

11

b

12

b

13

b

21

b

22

b

23

b

31

b

32

b

33

1

A

Null

= )

0

@

b

11

0 0

b

21

0 0

b

31

0 0

1

A

Gauss

= )

0

@

b

00

11

0 0

b

0

21

0 0

b

31

0 0

1

A

Reduce

= ) b

0 0

11

| ¤«¿ ¢­¥ ¤¨ £ ®­ «¼­®£ ® ¡« ®ª ;

0

@

r

1

r

2

r

3

1

A

Null

= )

0

@

r

1

r

2

r

3

1

A

Gauss

= )

0

@

r

00

1

r

0

2

r

3

1

A

Reduce

= ) r

00

1

| ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹  ¿ ¯° ¢  ¿ · ±²¼.

Œ¥ ² ®¤ ƒ   ³ ± ±  ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥ ¥ ² ¢¨¤

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

f 2 g

0

= f 2 g �

f 3 g

a

33

a

23

;

f 1 g

0

= f 1 g �

f 3 g

a

33

a

13

;

f 1 g

0 0

= f 1 g

0

�

f 2 g

0

a

0

22

a

0

12

:

‡¤¥ ±¼ f 1 g , f 2 g ¨ f 3 g | ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­® ¯¥°¢  ¿, ¢² ®°  ¿ ¨ ²° ¥ ²¼¿ ±²° ®ª¨ ¢ ¡« ®ª ¥ (¨«¨ ¢¥ª² ®° ¥). „«¿

¡« ®ª ®¢ ¡ ®«¼¸¥© (¨«¨ ¬¥­¼¸¥©) ° §¬¥°­® ±²¨ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¿ ¯®«­® ±²¼¾  ­ « ®£¨·­».

Ž¡ ®§­  ·¨¬ ² ¥¯¥°¼ ·¥° ¥§ M

cpr

¨±ª ®¬»© ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¼ ¤«¿ ¬ ²°¨¶» A . •¥ ® ¡ µ ®¤¨¬® ­ ©²¨

¤¥©±²¢¨¥ M

cpr

­  ¢¥ª² ®° r , ².¥ ­ ©²¨ x

cpr

= M

cpr

r . Œ» ±²° ¥¬¨¬±¿ ª ² ®¬³, ·² ® ¡» ¤¥©±²¢¨¥ ¬ ²°¨¶»

M

cpr

­  r ¤ ¢ « ® ² ª ®© x

cpr

, ·² ® A x

cpr

� r : „¥©±²¢¨¥ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ M

cpr

¨¬¥ ¥ ² ¢¨¤

M

cpr

Ax = M

cpr

r = M r +

�

0

x

cpr

p

�

� M A

�

0

x

cpr

p

�

= x

cpr

; (3)

£ ¤¥ M | «¾¡ ®© \® ¡»·­»©" (¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡ ³ ¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¥£ ® £ « ® ¡ «¼­»¬) ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¼ (­ -

¯°¨¬¥° ILU(0)),   x

cpr

p

| ¯®¤¢¥ª² ®° ¤ ¢« ¥­¨¿, ¿¢«¿¾¹¨©±¿ ° ¥§³«¼² ² ®¬ ° ¥¸¥­¨¿ ±¨±² ¥¬»

A

p

x

cpr

p

= r

p

: (4)

‚¥ª² ®° r

p

¯®«³·¥­ ¨§ r ¯® ´ ®°¬³« ¥ r =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

P

1

N

1

1

N

1

2

: : :

P

n

N

n

1

N

n

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= ) r

p

=

0

B

B

@

P

1

P

2

: : :

P

n

1

C

C

A

:

Ž²¬¥ ²¨¬, ·² ® ´ ®°¬³«  (3) ¨¬¥ ¥ ² ±¬»±« ² ®«¼ª ® ¢ ² ®¬ ±«³· ¥, ¥ ±«¨ ¢¥ª² ®° r ¥ ±²¼ ° ¥§³«¼² ² ¤¥©±²¢¨¿

¬ ²°¨¶» A ­  ¨±ª ®¬»© ¢¥ª² ®° x .

•° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ­¨¥ CPR-¬¥ ² ®¤®¬ ± ® ±² ®¨² ¨§ ¤¢³µ ½² ¯®¢. ‘­  · «  ­³¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼ ¢ ª  ·¥ ±²¢¥

¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ ¬ ²°¨¶³ A

� 1

p

¤«¿ ¯¥° ¥¬¥­­»µ, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨µ ¤ ¢« ¥­¨¾ p . „«¿ ½² ®£ ® ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬®

¢»¤¥«¨²¼ ¨§ ¢¥ª² ®°  r ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨© ¯®¤¢¥ª² ®° r

p

¨ ° ¥¸¨²¼ ±¨±² ¥¬³ (4), ¢»·¨±«¨¢ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¥

§­  ·¥­¨¥ ¯®¤¢¥ª² ®°  x

cpr

p

. •®«³·¥­­»© ° ¥§³«¼² ² ±« ¥ ¤³¥ ² ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢ ´ ®°¬³«³ (3).

Ž¡ ®§­  ·¨¬ ·¥° ¥§ x ¢¥«¨·¨­³ M Ax ¨ ° ± ±¬® ²°¨¬ ±« ¥ ¤³¾¹¨¥ ¢¥ª² ®°» ° §­® ±² ¥© ¢ ® ¡»·­®¬ ¨ CPR-
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±«³·  ¿µ:

x � x = x � M Ax = ( I � M A ) x;

x � x

cpr

= x � M r �

�

0

x

cpr

p

�

+ M A

�

0

x

cpr

p

�

= ( I � M A ) x � ( I � M A )

�

0

x

cpr

p

�

=

= ( I � M A )

 

x �

�

0

x

cpr

p

�

!

:

’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ´ ®°¬³«  (3) §­  ·¨² ¥«¼­® ¡ ®« ¥ ¥ ½´´ ¥ª²¨¢­ , ¥ ±«¨ §­  ·¥­¨¿ x

cpr

p

¡«¨§ª¨ ª §­  ·¥­¨¿¬ x

p

.

‡ ¬¥ ²¨¬, ·² ® CPR-¬¥ ² ®¤ ­¥ § ¢¨±¨² ­¨ ® ² ¬¥ ² ®¤  ° ¥¸¥­¨¿ « ®ª «¼­®© ±¨±² ¥¬» ± ¬ ²°¨¶¥© A

p

¨,

± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®, ® ² ²¨¯  ¨±¯®«¼§³¥¬®£ ® « ®ª «¼­®£ ® ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿, ­¨ ® ² ¬¥ ² ®¤  ° ¥¸¥­¨¿ ¢± ¥© ±¨-

±² ¥¬» ¢ ¶¥« ®¬,   ² ª¦¥ ® ² ²¨¯  £ « ® ¡ «¼­®£ ® ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ M . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ½² ® ² ¬¥ ² ®¤ ¬® ¦¥ ²

¡»²¼ ¨±¯®«¼§ ®¢ ­ ¢ «¾¡ ®© §  ¤  ·¥, ® ¡«  ¤ ¾¹¥© ®¯¨± ­­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ª ª ±¯® ± ® ¡ ³«³·¸¥­¨¿ ±µ ®¤¨-

¬® ±²¨, ¨ ¤«¿ ¥£ ® ¢­¥ ¤° ¥­¨¿ ¯° ª²¨·¥ ±ª¨ ­¥ ¯® ²° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¬¥­¿²¼ ³¦¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ±¿  «£ ®°¨²¬» ° ¥¸¥­¨¿.

•°¨¬¥­¨¬® ±²¼ ¤ ­­®£ ® ¬¥ ² ®¤  § ¢¨±¨² ® ² ² ®£ ®, ­ ±ª ®«¼ª ® ­ ©¤¥­­»© ­ ¬¨ ¢¥ª² ®° x

cpr

p

¡ ³ ¤¥ ² ¡«¨§ ®ª ª

± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¥© · ±²¨ x

p

¢¥ª² ®°  x .

5. Ž± ® ¡ ¥­­® ±²¨ ¯° ª²¨·¥ ±ª ®© ° ¥ «¨§ ¶¨¨ ­  ¯ ° «« ¥«¼­»µ •‚Œ. Œ¥ ² ®¤ CPR ¤® ±² ² ®·­®

« ¥£ª ® ¨­² ¥£°¨°³¥ ²±¿ ¢ ¯ ° «« ¥«¼­»¥  «£ ®°¨²¬» ° ¥¸¥­¨¿ ±¨±² ¥¬ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©, ® ±­®¢ ­­»µ ­ 

¯¥° ¥ª°»²¨¨ ° ±·¥ ²­»µ ® ¡« ±² ¥© ¢ ° §­»µ ¯° ®¶¥ ± ± µ.

•³ ±²¼ x

i

= ( p

i

; N

1

i

; : : : ; N

n

c

i

) | i -¿ ª ®¬¯®­¥­²  ° ¥¸¥­¨¿, X

k

= ( x

i

k

1

; : : : ; x

i

k

m

k

) | ª ®¬¯®­¥­²», ® ²-

­¥ ± ¥­­»¥ ª k -¬³ ¯° ®¶¥ ± ±³ (¯® ² ®ª ³ ¨±¯®«­¥­¨¿), A

k

¨ b

k

| ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ · ±²¨ ¬ ²°¨¶» A ° §¬¥° 

m

k

� n

c

� ( K + J ) ¨ ¯° ¢®© · ±²¨ b ¢ k -¬ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ (¯® ² ®ª ¥).

„«¿  «£ ®°¨²¬®¢ ± ¯¥° ¥ª°»²¨¥¬ ¨¬¥ ¥¬

s

P

k =1

m

k

> ( n

c

� ( K + J )), £ ¤¥ s | ·¨±« ® ¯° ®¶¥ ± ± ®¢. ’ ®£ ¤ ,

­ ¯°¨¬¥°, ¬¥ ² ®¤ ¯° ® ±² ®© ¨² ¥° ¶¨¨ ¢ k -¬ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ¬® ¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

M

k

X

k

l +1

� X

k

l

�

l

+ A

k

X

k

l

= b

k

± ® ¡»·­»¬¨ ¬¥ ² ®¤ ¬¨ ±¨­µ° ®­¨§ ¶¨¨ ª ®¬¯®­¥­² ° ¥¸¥­¨¿ ¢ ® ¡¹¨µ ¯®¤® ¡« ±²¿µ. Œ¥ ² ®¤ CPR ¯°¨¬¥­¿¥ ²±¿

ª ¬ ²°¨¶¥ A

k

¢ ª ¦¤®¬ ¯° ®¶¥ ± ± ¥:

M

cpr k

A

k

x

k

= M

cpr k

r

k

= M

k

r

k

+

�

0

x

cpr ;k

p

�

� M

k

A

k

�

0

x

cpr ;k

p

�

= x

cpr ;k

:

‡¤¥ ±¼ ¨­¤¥ª ± k ®§­  · ¥ ² ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹³¾ · ±²¼ ¬ ²°¨¶» ¨«¨ ¢¥ª² ®°  ¢ k -¬ ¯° ®¶¥ ± ± ¥. ‡ ¬¥ ²¨¬, ·² ®

° ¥¸¥­¨¥ ±¨±² ¥¬» A

k

p

x

cpr ;k

p

= r

k

p

¯° ®¨±µ ®¤¨² ­¥§ ¢¨±¨¬® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯° ®¶¥ ± ± ®¢ ¨ ­¥ ²° ¥ ¡ ³¥ ² ¯¥° ¥ ±»«ª¨

¤ ­­»µ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨.

‚ ª  ·¥ ±²¢¥ £ « ® ¡ «¼­®£ ® ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ M

k

¡° « ±¿ ¯ ° «« ¥«¼­»© ¢ °¨ ­² ILU(0),   ¢ ª  ·¥ ±²¢¥

¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ ¤«¿ ¬ ²°¨¶» A

k

p

¨±¯®«¼§ ®¢ « ±¿ «¨¡ ® ® ¡»·­»© ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¼ ILU(0), «¨¡ ®  «-

£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª¨© ¬­®£ ® ± ¥ ² ®·­»© ¬¥ ² ®¤ AMG (Algebraic MultiGrid). ‡ ¬¥ ²¨¬, ·² ® ² ª ®© ¯®¤µ ®¤ ® ¡ ¥ ±¯¥·¨¢ ¥ ²

½´´ ¥ª²¨¢­® ¥ ° ±¯ ° «« ¥«¨¢ ­¨¥ AMG-¬¥ ² ®¤  ¤«¿ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬®© §  ¤  ·¨.

6. —¨±« ¥­­»¥ ½ª ±¯¥°¨¬¥­²». Ž¯¨± ­­»© CPR-¬¥ ² ®¤ ¡»« ° ¥ «¨§ ®¢ ­ ¢ ± ® ±² ¢¥ ° ® ± ±¨©±ª ®£ ® ¯° ®-

¬»¸« ¥­­®£ ® £¨¤° ®¤¨­ ¬¨·¥ ±ª ®£ ® ±¨¬³«¿² ®°  tNa vigator. ’ ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¥ ¯° ®¢®¤¨« ® ±¼ ­  ¬®¤¥«¿µ ° ¥ «¼-

­»µ ¬¥ ±² ®° ® ¦¤¥­¨©. Š°¨² ¥°¨¥¬ ® ±² ­®¢ª¨  «£ ®°¨²¬  ° ¥¸¥­¨¿ ±¨±² ¥¬» (4) ¿¢«¿¥ ²±¿ ¢»¯®«­¥­¨¥ ³ ±« ®¢¨¿







A

p

x

cpr

p







2







r

p







2

< " , £ ¤¥ " | ² ®·­® ±²¼ « ®ª «¼­®£ ®  «£ ®°¨²¬ .

’ ¥ ±² ®¢»© ±² ¥­¤ ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ª ®¬¯¼¾² ¥° ± ¤¢³¬¿ ·¥ ²»° ¥ µº¿¤¥°­»¬¨ ¯° ®¶¥ ± ± ®° ¬¨ · ±² ® ² ®©

2.8 ƒƒ ¶ ¨ c ® ¡¹¥© ¯ ¬¿²¼¾ ® ¡º¥¬®¬ 16 ƒ ¡, ° ¡ ® ² ¾¹¥© ­  · ±² ® ² ¥ 800 Œƒ ¶.

6.1. •®¨±ª ®¯²¨¬ «¼­®£ ® §­  ·¥­¨¿ « ®ª «¼­®© ² ®·­® ±²¨. •°¨¢¥ ¤¥¬ ° ¥§³«¼² ²» ² ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¿,

¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®¯° ¥ ¤¥«¨²¼ ®¯²¨¬ «¼­® ¥ §­  ·¥­¨¥ " . ‚± ¥ ² ¥ ±²» ¤ ­­®£ ® ° §¤¥«  ¡»«¨ ¢»¯®«­¥­» ­  ¢® ±¼¬¨

¿¤° µ. Œ®¤¥«¼ | ®¤­® ¨§ ° ¥ «¼­»µ ¬¥ ±² ®° ® ¦¤¥­¨© § ¯  ¤­®© ‘¨¡¨°¨ (°¨±. 1).

’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬ (±¬. ² ¡«. 1), ¢ ª  ·¥ ±²¢¥ ª°¨² ¥°¨¿ ® ±² ­®¢ª¨ « ®ª «¼­®£ ®  «£ ®°¨²¬  « ®£¨·­® ¡° ²¼

§­  ·¥­¨¥ " = 5 � 10

� 2

¨«¨ " = 10

� 2

. ‡ ¬¥ ²¨¬, ·² ® ·¨±« ® £ « ® ¡ «¼­»µ ¨² ¥° ¶¨© «¨­¥©­®£ ®  «£ ®°¨²¬  ¯°¨

½² ®¬ ± ®ª° ¹ ¥ ²±¿ ¯®·²¨ ¢ ·¥ ²»° ¥ ° § .

6.2. Œ ±¸² ¡¨°³¥¬® ±²¼. ‚± ¥ ° ¥§³«¼² ²» ° ±·¥ ² ®¢ ¯°¨¢¥ ¤¥­» ¤«¿ ±¨¬³«¿² ®°  ¢ ¶¥« ®¬,   ­¥ ² ®«¼ª ®

¤«¿ ¥£ ® · ±²¨, ® ²¢¥· ¾¹¥© §  ° ¥¸¥­¨¥ ±¨±² ¥¬». •¥§³«¼² ²» ² ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¿ § ¢¨±¨¬® ±²¨ ¢° ¥¬¥­¨ ° ¡ ® ²»



188 ¢»·¨±«¨²¥«¼­»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯° ®£° ¬¬¨° ®¢ ­¨¥. 2008. ’. 9

•¨±. 1. Œ®¤¥«¼ 1. Š®«¨·¥ ±²¢® ­¥¨§¢¥ ±²­»µ 255 366 � 3

’  ¡«¨¶  1

Œ¥ ² ®¤ Š®«. ¨². Š®«. ¨². ‚° ¥¬¿

¬¥ ² ®¤  •¼¾². £ « ® ¡.  «£. (± ¥ª.)

ILU(0) 79 643 177

CPR+ILU(0) ( " = 5 � 10

� 1

) 78 262 163

CPR+ILU(0) ( " = 10

� 1

) 78 188 150

CPR+ILU(0) ( " = 5 � 10

� 2

) 78 164 150

CPR+ILU(0) ( " = 10

� 2

) 79 165 156

CPR+ILU(0) ( " = 5 � 10

� 3

) 79 172 165

CPR+ILU(0) ( " = 10

� 3

) 79 172 176

® ² ·¨±«  ¯° ®¶¥ ± ± ®° ®¢ ¯°¨¢¥ ¤¥­» ­  °¨±. 2. Œ®¤¥«¼ | ¬¥ ±² ®° ® ¦¤¥­¨¥ 1. •¥§³«¼² ²» CPR+ILU(0) ® ²¬¥-

·¥­» ±¯« ®¸­®© «¨­¨¥© ± ® §­ ª ¬¨ + ¨ ­®¬¥° ®¬ 2,   ILU(0) | ¯³­ª²¨° ®¬ ± ® §­ ª ¬¨ � ¨ ­®¬¥° ®¬ 1.

6.3. “ ±² ®©·¨¢® ±²¼. •»« ® ¢»¯®«­¥­® ² ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¥ ³ ±² ®©·¨¢® ±²¨  «£ ®°¨²¬  ¯® ® ²­®¸¥­¨¾ ª ° §-

¬¥°³ §  ¤  ·¨ (¬®¤¥«¼ | °¨±. 3).

‘µ ®¤¨¬® ±²¼ ¬¥ ² ®¤  ¨ ± ®ª° ¹¥­¨¥ ·¨±«  ¨² ¥° ¶¨© ¯®·²¨ ¢ ²°¨ ° §  (±¬. ² ¡«. 2) £ ®¢®°¨² ® ² ®¬, ·² ®

 «£ ®°¨²¬ ± ® µ° ­¿¥ ² ±¢®¾ ½´´ ¥ª²¨¢­® ±²¼ ­  ª°³¯­»µ ¬®¤¥«¿µ.

6.4. ’ ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¥ ± ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¬ AMG-¬¥ ² ®¤ . ’ ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¥ CPR- «£ ®°¨²¬  ± ®¢¬¥ ±²­® ±

 «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª¨¬ ¬­®£ ® ± ¥ ² ®·­»¬ ¬¥ ² ®¤®¬ AMG ¯° ¥ ¤±² ¢« ¥­® ¢ ² ¡«. 3 (¬®¤¥«¼ | °¨±. 4).

7. ‡ ª«¾·¥­¨¥. •° ® ±³¬¬¨°³¥¬ ¢»¢®¤», ¯®«³·¥­­»¥ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ·¨±« ¥­­»µ ½ª ±¯¥°¨¬¥­² ®¢.

•° ¥¨¬³¹¥ ±²¢  CPR-¬¥ ² ®¤  ± ® ±² ®¿² ¢ ±« ¥ ¤³¾¹¥¬:

| ±³¹¥ ±²¢¥­­® ¥ ± ®ª° ¹¥­¨¥ ·¨±«  \£ « ® ¡ «¼­»µ" ¨² ¥° ¶¨©;

| «³·¸  ¿ \° ±¯ ° «« ¥«¨¢ ¥¬® ±²¼": ¬ « ® ¥ ·¨±« ® \£ « ® ¡ «¼­»µ" ¨² ¥° ¶¨© ¯°¨¢®¤¨² ª ° ¥§ª ®¬³ ³¬¥­¼-

¸¥­¨¾ ² ®·¥ª ±¨­µ° ®­¨§ ¶¨¨ ¢ ¯° ®£° ¬¬¥ ¨ ¬¥­¼¸¥© ­ £°³§ª ¥ ­  ¸¨­³, ® ²¢¥· ¾¹³¾ §  ¯¥° ¥ ±»«ª ³ ¤ ­­»µ

® ² ®¤­®£ ® ¯° ®¶¥ ± ±  ª ¤°³£ ®¬³;

| ¢®§¬® ¦­® ±²¼ ¯°¨¬¥­¥­¨¿  «£ ®°¨²¬   «£ ¥ ¡° ¨·¥ ±ª ®£ ® ¬­®£ ® ± ¥ ² ®·­®£ ® ¬¥ ² ®¤  ¤«¿ ° ¥¸¥­¨¿ ±¨-

±² ¥¬» ± ¬ ²°¨¶¥© A

p

«¨¡ ® ¥£ ® ¢ °¨ ­² ®¢ ± ­¥ª ® ² ®°»¬¨ ¬®¤¨´ ¨ª ¶¨¿¬¨, ³·¨²»¢ ¾¹¨¬¨ ±¯¥¶¨´ ¨ª ³

§  ¤  ·¨;

| ¢®§¬® ¦­® ±²¼ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¯® ±« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­»µ ¬¥ ² ®¤®¢ ¤«¿ ° ¥¸¥­¨¿ ±¨±² ¥¬» (4) ¢ ±«³· ¥, ª ®£ ¤ 

¢¥ ±¼ ® ±² «¼­®©  «£ ®°¨²¬ ¿¢«¿¥ ²±¿ ¯ ° «« ¥«¼­»¬; ª ª ±« ¥ ¤±²¢¨¥ | ¢®§¬® ¦­® ±²¼ ® ¡º¥ ¤¨­¥­¨¿ ¯ ° «« ¥«¼-
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1

2

2

1

a) b)

•¨±. 2. ‡ ¢¨±¨¬® ±²¼ ¢° ¥¬¥­¨ ° ¡ ® ²» ® ² ·¨±«  ¯° ®¶¥ ± ± ®° ®¢: 1 | ILU(0), 2 | CPR.

•  °¨±.  ) ¯° ¥ ¤±² ¢« ¥­  § ¢¨±¨¬® ±²¼ ¢° ¥¬¥­¨ ° ¡ ® ²» (± ¥ª.) ® ² ·¨±«  « ®£¨·¥ ±ª¨µ ¯° ®¶¥ ± ± ®° ®¢,

­  °¨±. b) | § ¢¨±¨¬® ±²¼ ³ ±ª ®° ¥­¨¿ ® ² ·¨±«  « ®£¨·¥ ±ª¨µ ¯° ®¶¥ ± ± ®° ®¢

•¨±. 3. Œ®¤¥«¼ 2. Š®«¨·¥ ±²¢® ­¥¨§¢¥ ±²­»µ 2 307 383 � 3 (­  °¨±³­ª ¥ ´° £¬¥­²)

’  ¡«¨¶  2

‚¥° ±¨¿ ¬¥ ² ®¤  Š®«-¢® ¨² ¥°.

£ « ® ¡.  «£.

ILU(0) 1741

CPR+ILU(0) ( " = 10

� 2

) 588

’  ¡«¨¶  3

‚¥° ±¨¿ ¬¥ ² ®¤  Š®«-¢® ¨² ¥°.

£ « ® ¡.  «£.

ILU(0) 485

CPR+ILU(0) ( " = 10

� 2

) 113

CPR+AMG ( " = 10

� 2

) 114
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•¨±. 4. Œ®¤¥«¼ 3. Š®«¨·¥ ±²¢® ­¥¨§¢¥ ±²­»µ 31 923 � 3

­»µ  «£ ®°¨²¬®¢, ¨¬¥¾¹¨µ µ ®° ®¸³¾ ¬ ±¸² ¡¨°³¥¬® ±²¼, ± ½´´ ¥ª²¨¢­»¬¨ ¯® ±« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­»¬¨ ¬¥ ² ®¤ ¬¨

° ¥¸¥­¨¿ «¨­¥©­»µ ±¨±² ¥¬;

| ¢®§¬® ¦­® ±²¼ ± ®ª° ¹¥­¨¿ ® ¡º¥¬  ¨±¯®«¼§³¥¬®© ¯ ¬¿²¨ ­  ¢¥«¨·¨­³ ¯®°¿¤ª  40% §  ±·¥ ² ® ²ª § 

® ² ¨±¯®«¼§ ®¢ ­¨¿ £ « ® ¡ «¼­®£ ® ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ M .

•¥ ¤® ±² ²ª ¬¨ CPR-¬¥ ² ®¤  ¿¢«¿¾²±¿ ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬® ±²¼ ¯°¨ ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ¯° ¥ ¤® ¡ ³ ±« ®¢«¨¢ ² ¥«¿ ° ¥¸ ²¼

±¨±² ¥¬³ (4) ¨ ­¥ª ® ² ®° ® ¥ ³¢¥«¨·¥­¨¥ ° ±µ ®¤³¥¬®© ¯ ¬¿²¨ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¡ § ®¢»¬  «£ ®°¨²¬®¬.

’ ¥ ±²¨° ®¢ ­¨¥ ½² ®£ ® ¬¥ ² ®¤  ­  ° ¥ «¼­»µ §  ¤  · µ ¨ ¬­®£ ®¯° ®¶¥ ± ± ®°­»µ ±¨±² ¥¬ µ ¯®ª §»¢ ¥ ² µ ®° ®¸¨¥

¯¥° ±¯¥ª²¨¢» ¤«¿ ¥£ ® ¢­¥ ¤° ¥­¨¿ ¢ ¢»·¨±«¨² ¥«¼­³¾ ¯° ª²¨ª ³.
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